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ANALISIS COMPARATIVO DE

LA ESTIMACION DE RECURSOS
MINERALES MEDIANTE KRIGING Y
REDES NEURONALES

N

Se muestra un estudio comparativo de dos formas de estimar la concentracién o ley mineral
en lugares no muestreados. Una primera técnica geoestadistica, muy popularizada en mine-
ria, llamada Kriging, la cual explota la variabilidad espacial como motor para la estimacion, y
otra segunda técnica, usando una Red Neuronal Artificial de dos tipos; perceptron multicapa
y de funcion de base radial. El estudio evaltia cuales son las ventajas de cada técnica y cudndo
es viable combinarlas para mejorar la precision de las estimaciones.

Heber Herndndez Guerra Fred Camus Yeomans
Académicos Ingenierfa Civil en Minas, FINARQ UCEN Académicos Ingenierfa Givil en Minas, FINARQ UCEN

Debido a limitaciones econdmicas y fisicas, nuestra comprension de los recursos minerales es limitada. Como resultado, la ley mi-
neral, forma y cantidad del recurso permanecen desconocidas. Tradicionalmente, este problema se ha abordado utilizando el mé-
todo geoestadistico de Kriging, donde la ley mineral se estima en ubicaciones sin mediciones utilizando valores de leyes conocidas
cercanas. Bdsicamente, se asignan pesos a las leyes conocidas y sus productos se suman en una combinacion lineal no sesgada que
minimiza la varianza del error. La ventaja de este método radica en su cdlculo de pesos a través de un modelo de variabilidad espa-
cial conocido como semivariograma. Sin embargo, su desventaja es su dependencia de la suposicion de aditividad, estacionariedad,
linealidad y baja precisién en dreas escasamente muestreadas. Varios estudios han abordado el problema de la estimacion de recur-
sos minerales como un problema de regresion utilizando redes neuronales, que no estdn sujetas a las limitaciones del Kriging. La ley
mineral se define como una funcidn objetivo que depende de un conjunto de caracteristicas de entrada, y el modelo es el resultado
de un proceso de entrenamiento utilizando aprendizaje supervisado. La desventaja de este enfoque es que el modelo no reproduce
el valor de la ley mineral y no considera su dependencia espacial. El propésito de este estudio es evaluar en qué escenarios de variabi-
lidad espacial, muestreo y disponibilidad de informacién geoldgica es posible mejorar sinérgicamente el enfoque geoestadistico de
Kriging combindndolo con una red neuronal. Para lograr esto, se simulan varios escenarios realistas y se realiza una comparacién de
resultados entre Kriging, una red neuronal de perceptrén multicapa, una red neuronal de funcién de base radial, un modelo combi-
nado flexible y un modelo combinado rigido. Los resultados indican que un modelo combinado serd una opcidn mds adecuada que
Kriging en tres casos: En situaciones estrictamente no estacionarias, cuando una red neuronal se entrena con el modelo de dominio
de estimacidn geoldgica, o cuando se entrena con variables auxiliares que estdn mds ampliamente muestreadas y correlacionadas
significativamente con la ley mineral.
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Introduccion

A lo largo de la historia, la humanidad ha
obtenido beneficios aprovechando las
riquezas de la Tierra. Los recursos mine-
rales extraidos y utilizados por los huma-
nos han tenido un impacto significativo
en el desarrollo econémico y social de las
naciones y civilizaciones. Estos recursos
minerales se emplean para satisfacer una
amplia gama de necesidades humanas,
que van desde la energia hasta la cons-
truccion, las industrias quimicas y farma-
céuticas, automotriz, electrénica e incluso
la construccion de naves espaciales. Un
recurso mineral se define cominmente
como una concentracion de material s6-
lido econdmicamente valioso en o sobre
la corteza terrestre, en una forma, ley y
cantidad que proporciona perspectivas
razonables para una extraccién econémi-
ca eventual. La necesidad de estimacion
surge del hecho de que la informacion
obtenida de la exploracién minera a me-
nudo es fragmentada o incompleta, lo
que resulta en una parte significativa del
depdsito mineral con concentraciones de
recursos desconocidas. La Estimacion de
Recursos Minerales es una de las etapas
mas importantes y criticas en la cadena
de valor minera. Hace sesenta afnos, esta
disciplina se basaba Unicamente en herra-
mientas estadisticas rudimentarias. El de-
sarrollo de métodos de estimacién geoes-
tadistica tuvo sus comienzos en la década
de 1950. Sin embargo, fue en la siguiente
década cuando se formalizé matematica-
mente. Estos métodos consideran la varia-
bilidad espacial de los recursos y su mo-
delado a través de una funcién conocida
como semivariograma, que mide la auto-
correlacion espacial de una variable regio-
nalizada. Esta informacién se incorpora
luego en una estimacion lineal no sesga-
da y de minima varianza. La introduccion
del interpolador espacial conocido como
Kriging senté las bases para la estimacion
espacial de los recursos minerales. Este
término genérico se aplica a una variedad
de métodos de estimaciéon que buscan
minimizar el error a través de un proce-
dimiento de minimos cuadrados. Desde
entonces, ha habido un répido progreso
en los métodos geoestadisticos, impul-
sado por su capacidad para incorporar la
variabilidad espacial del recurso y reducir
la varianza de la estimacién. Actualmente,
existen varios tipos de Kriging, que difie-
ren principalmente en las suposiciones
que hacen sobre la estacionariedad, que
se expresan como condiciones sobre el
conjunto de pesos para cada punto de da-
tos. Kriging ha sido discutido en varias re-
ferencias clasicas. La eleccion del tipo de
Kriging depende del entorno geolégico,
la cantidad de informacién disponible y
la funcion de distribucion de probabilidad
del recurso. El método de estimacion mas
comunmente utilizado es el Kriging Ordi-
nario, debido a su versatilidad para dife-

rentes escenarios de muestreo espacial, adaptabilidad a diversas estructuras espaciales
y la necesidad solo de datos medidos dentro del depésito mineral.

Aunque los métodos geoestadisticos son ampliamente estudiados y validados para, no
se consideran infalibles y estan sujetos a criticas. La suposicion de estacionariedad vy li-
nealidad para su uso y la subjetividad en el proceso de modelado espacial, por ejemplo,
son tres aspectos que podrian mejorarse. Es en esta oportunidad que surge el Aprendi-
zaje Automatico. Este se clasifica como un subcampo de la Inteligencia Artificial, que se
define como la ciencia y la ingenieria de crear maquinas inteligentes. Su enfoque radica
en el estudio y la aplicacion de algoritmos informaticos que permiten a los sistemas me-
jorar automaticamente a través de la experiencia, sin ser programados explicitamente.
Estos algoritmos tienen la capacidad de aprender y modelar patrones no lineales com-
plejos en conjuntos de datos extensos, lo que les permite adaptarse a una amplia varie-
dad de aplicaciones en las geociencias.

En las ultimas dos décadas, los métodos basados en Machine Learning han ganado po-
pularidad en la investigacién de estimacidn de recursos. Varios estudios han destacado
que estos métodos han surgido como modelos de prediccién y alternativas importantes
a la geoestadistica. El algoritmo mas comunmente utilizado es el de Redes Neuronales.
Estas redes son modelos computacionales que proporcionan una simplificacion abstrac-
ta del cerebro humano. Conceptualmente, imitan el funcionamiento de las redes neu-
ronales bioldgicas para reconocer relaciones en un conjunto de datos y predecir valores
de salida para datos de entrada dados. Estdn compuestas por capas interconectadas de
nodos que representan neuronas artificiales.

Desarrollo

Geoestadistica

La geoestadistica es una ciencia aplicada que se enfoca en modelar la continuidad espa-
cial de los fendmenos naturales Z(x_i ). Esta informacion se utiliza para estimar valores
en lugares no muestreados utilizando un método lineal éptimo no sesgado.

7= {Z(x)x, €D,i=1,2,3,...n}

La funcion aleatoria se caracteriza por su funcién de distribucion de probabilidad n-va-
riada.

FZ(XIJ,Z(XZJ,..,Z{X,,) (z,2,..2,) = Pr [Z(Xﬂ <z, Z(Xﬂ) $Z,. Z(X") <z ]

Y se resume practicamente por los dos primeros momentos. La esperanza matematica
de primer orden:

E[Z(x)]= m(x)
La varianza, covarianza y semivariograma como momentos de segundo orden.
o’ (x)=Var[Z(x)]=E[{Z(x)-m(x) }’]
Clx,x, J=E[{Z(x, )-m(x J{Z(x,)-m(x, )}]
2y(x,,x, )=Var[Z(x,)-Z(x )]
Modelar la variabilidad espacial es un proceso estandar de los analistas de recursos mi-
nerales, donde durante los ultimos sesenta afios, el semivariograma ha sido la herra-

mienta mas aplicada en la mineria.

v (h)= an(h) 21: [Z(x)-Z(x+h)]*  ¥x,hxx+h €D

y (h) representa el valor estimado del semivariograma para un desfase h, y se llama va-
riograma experimental, n(h) es el nimero de pares de puntos separados por un desfase
h, Z(x,) es el valor del atributo regionalizado en el punto x,, x, y x+h son dos puntos
en el dominio espacial D separados por un desfase h. Para modelar las dependencias
espaciales en un conjunto de datos, es necesario ajustar un modelo matematico forma-
lizado al semivariograma experimental. Los modelos teéricos comunmente utilizados
son esféricos, exponenciales y gaussianos. Todas estas funciones se caracterizan por dos
pardmetros principales: meseta (C) y rango (a).
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y(h)={C (%gfé(gy) h<a C h2a

Ademas, estos modelos pueden estar acompanados por un término aditivo llamado
efecto pepita, el que describe la variabilidad observada entre muestras que estan espa-
ciadas muy cerca unade otra C,

3
V)=( cﬂ+c(%zi - %(7’; ) ) h<a C,+C h>a

Para la estimacion se define la variable regionalizada como Z(x, ) de la cual se tienen n
observaciones Z(x,),Z(x, ),...Z(x, ). El Kriging consiste en predecir Z** (x,), siendo

x,& {x,,X,,...,X, } una posicién no muestreada. Esta técnica de interpolacién esta basada
en algoritmos de regresiéon generalizados por minimos cuadrados.

25 (x,)-m(x,)= X ity A1(x,)(Z(x,)-m(x,)),

Siendo A, los valores de peso, m(x, ) y m(x, ) son los valores esperados por Z(x,) y Z(x,)

respectivamente. El objetivo es minimizar la varianza del error a% (x), que se da por la
siguiente expresion:

o % (x)=Var [Z* (x)- Z(x)],

Siendo Z*(x) el valor estimado y Z(x) el valor real observado. La varianza del error se
minimiza bajo la restricciéon de imparcialidad; es decir,

E=[Z* (x)-Z(x)]=0. La variable regionalizada se descompone en una componente resi-
dual e(x) y una deterministica que define la tendencia de m(x):

Z(x)=e(x)+m(x)

La componente residual se modela como una variable aleatoria estacionaria con media
cero y covarianza C. (h) siendo:

Ele(x)]=0
Cov[e(x)e(x+h)]=C. (h)

De esta manera, el valor esperado de la variable aleatoria Z en una cierta ubicacién
x estd dado por el valor de la componente de tendencia en esa ubicacién, es decir,

E[Z(x)]=m(x).
Redes neuronales

Una Red Neuronal es una estructura computacional inspirada en el procesamiento neu-
ronal biolégico, capaz de percibir, reconocer patrones y realizar predicciones. El procesa-
miento de informacién ocurre en paralelo a través de neuronas interconectadas, lo que
permite un mapeo eficiente no lineal de entrada-salida. Esta propiedad hace los mode-
los de red neuronal adecuados para la estimacién de la ley mineral, ya que esta puede
ser definida como una caracteristica dependiente, entrenada con otras caracteristicas
relacionadas independientes. Las redes MLP (Multilayer Perceptron) pertenecen a la ar-
quitectura de alimentaciéon multiple de capas, cuyo entrenamiento se realiza mediante
un proceso supervisado. El flujo de informacion a través de la red es unidireccional, des-
de la capa de entrada hasta la capa de salida. En general, se puede dividir en tres partes:
la capa de entrada, las capas ocultas (h=1,2,...,n), y la capa de salida. La capa de entrada
recibe informacién del entorno externo, que generalmente se normalizan para mejorar
la precision numérica en las operaciones matematicas de la red. Las capas ocultas estan
compuestas por neuronas que se encargan de extraer patrones asociados con el proce-
so o sistema analizado. Estas capas realizan la mayor parte del procesamiento interno
de la red. La capa de salida es responsable de generar y presentar las salidas finales de
la red (en el caso de estimacion, una Unica neurona compone esta capa). Estas salidas
se derivan del procesamiento realizado por las neuronas en las capas anteriores. Cada
neurona en las capas ocultas es responsable de recibir informacion de la capa anterior,
procesarla y propagarla hacia adelante para llegar a la capa de salida.

J
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donde X; son las entradas a la unidad, los
w, son los pesos, 0 es el término de sesgo,
S0 es la funcion de activacion no lineal, y ¥
es la activacion de la unidad. Extendiendo
este concepto a multiples capas:

MW(;&MW%

Donde m es el nUmero de entradas para la
neurona k desde la capa de salida. La fun-
cién de activacion de cada neurona tam-
bién es un hiper-pardmetro de la red neu-
ronal y puede ser dindmico. Un tipo de red
utilizado en este estudio (Red de Funcion
de Base Radial) es una simplificacion de
la presentada anteriormente (Perceptron
Multicapa), donde solo utiliza una Unica
capa oculta y funciones de activacién de
base radial.

La propagacién hacia adelante de la red
produce una magnitud de error. Para
disminuir este error, es necesario modifi-
car los pesos de la red hasta que alcance
un punto minimo, lo cual se logra con la
retropropagacion ajustada con un algo-
ritmo de optimizacién como el descenso
por gradiente o alguna de sus variantes.

Modelos combinados

Las redes neuronales presentan limitacio-
nes tales como no reproducir el valor de
la ley mineral en los lugares muestreados,
y no incorporar la correlacién espacial de
forma explicita. Dos rasgos que si conside-
ran los métodos geoestadisticos.

Una solucién a las limitaciones de ambos
enfoques consiste en combinar las redes
neuronales con Kriging utilizando la va-
rianza de estimacion de Kriging como
factor de ponderacion. Entendiendo que
en ubicaciones donde se midi6 la ley del
mineral, su ponderacién seré cero. Enton-
ces, si la varianza de estimacién de Kriging
es cero, todo el peso se asigna a la estima-
cién de Kriging, y viceversa, en el caso
de que la varianza sea uno, todo el peso
se asigna a la estimacién del regresor de
aprendizaje automatico.

2% ipriao (V=L gy w(X)+(1-W(X)) Z% (x)
w(x)=(c% (x))"

Este estudio emplea dos métodos para
determinar el peso en el modelo hibrido.
El primero se llama modelo combinado
flexible (FCM), donde el peso se distribu-
ye segun la varianza, y el segundo se de-
nomina modelo combinado rigido (RCM)
y asigna todo el peso a Kriging o todo el
peso a la red neuronal basado en un valor
de corte H para la varianza del error de Kri-
ging estandarizado.

Si(o lz;(X) > H); Z%ibrido (X)= Z%py (X)
Si (O'i:(X) < H); Z¥irido (X)= Z%kr (%)



Tabla 1. Ventajas y limitaciones entre redes neuronales y geoestadistica.

Condiciones Red Neuronal Geoestadistica
Reproduce los datos en su ubicacién No Si
Considera la autocorrelacion espacial No Si
Requiere estacionariedad No Si
Requiere linealidad No Si
Requiere variograma No Si
Funciona bien con datos de alta dimensionalidad Si No
Anélisis

Se simula la distribucién espacial de una ley mineral hipotética en un dominio 2D, en el
primer caso asumiendo estacionariedad de segundo orden y estadisticas de simetria.
Posteriormente, se aplica una transformacion afin correctiva a la distribucion de la varia-
ble corrigiendo la media y la desviacion estandar. En el segundo caso, se construye un
escenario espacialmente no estacionario a través de la funcion:

Z(XY) = [sin sin ( % ) - cos cos [L

120 +uniforme(-0.2,0.2),0.1)
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Ley mineral simulada caso 1(izquierda), caso 2 (derecha).

En las etapas iniciales de la exploracion
minera, a menudo se realiza un muestreo
regular, donde las mediciones estan dis-
persas espacialmente y equidistantes en-
tre si. Mas adelante, a medida que avan-
za la exploracion, el drea se delimita y el
muestreo se vuelve irregular, con conglo-
merados en areas de mayor ley mineral.
Esta Ultima consideracién se asume para
el muestreo de los escenarios respectivos
discutidos a continuacion.

Para el primer caso (Figura 1, izquierda),
hay tres escenarios de muestreo, cada
uno con un nivel diferente de informacion
asociada con las coordenadas espaciales.

A. Muestreo irregular donde solo se cono-
ce la ley mineral (Figura 2, I.A).

B. Muestreo irregular homotépico donde
tanto la ley mineral como el control geo-
l6gico (variable categérica) son conocidos
(Figura 2, 1.B).

C. Muestreo irregular parcialmente hete-
rotépico donde se conocen la ley mineral
y una variable auxiliar muestreada en su
mayoria (variable numérica continua)
(Figura 2, 1.C).

Para el segundo caso no estacionario (Fi-
gura 1, derecha), donde la ley mineral pre-
senta menos continuidad y mas compleji-
dad, solo habré un escenario de muestreo
irregular donde la ley es conocida como
la variable exclusiva (Figura 2, Il.A). Esto se
basa en la hipotesis de que las redes neu-
ronales en tales casos producen mejores
resultados que el Kriging bajo cualquier
escenario de muestreo.

Escenario de muestreo caso I-A

Bajo este primer escenario de muestreo,
resulta que el uso de un modelo combina-
do no mejora significativamente los resul-
tados del enfoque geoestadistico, lo que
significa que la mejora no justifica el costo
en tiempo del proceso. Esto se atribuye al
hecho de que la red neuronal solo se en-
trena con coordenadas espaciales etique-
tadas para la ley mineral, proporcionando
muy poco complemento al Kriging en
areas fuera del condicionamiento.
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Muestreo caso 1 (I.A, I.B, .C) y caso 2 (Il.A).

Tabla 2. Métricas resultantes caso I-A

NN OK FCM RCM
R 0.64 0.64 0.66 0.67
R’ 0.42 0.39 0.42 0.43
RMSE | 0.43 0.43 0.42 0.42
MSE 0.19 0.18 0.17 0.17
MAE 0.33 0.31 0.31 0.31

Escenario de muestreo caso I-B

En general, al entrenar la red neuronal con un dominio geolégico
que ejerce un fuerte control sobre la ley mineral, esta informa-
cién adicional suele conducir a resultados significativamente me-

jores en comparacién con el Kriging solo.

Tabla 3. Métricas resultantes caso I-B

NN OK FCM RCM
R 0.65 0.64 0.76 0.74
R’ 0.41 0.39 0.57 0.54
RMSE | 0.42 0.43 0.36 0.37
MSE 0.18 0.18 0.13 0.14
MAE 0.31 0.31 0.27 0.27

Escenario de muestreo caso I-C

Se puede incluir en el entrenamiento de la red neuronal una va-
riable auxiliar numérica, mayormente muestreada, que esté co-
rrelacionada significativamente con la ley mineral (95% en este
ejemplo). Esta adicién mejora la precision de las predicciones en
areas fuera de la zona de condicionamiento del Kriging, lo que

resulta en modelos combinados mas efectivos.
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Tabla 4. Métricas resultantes caso |-C

NN OK FCM RCM
R 0.78 0.64 0.79 0.76
R? 0.60 0.39 0.63 0.58
RMSE | 0.35 0.43 0.33 0.36
MSE 0.12 0.18 0.11 0.13
MAE | 0.27 0.31 0.25 0.27

Escenario de muestreo caso |l

En casos de variabilidad compleja, como en este caso, el Kriging
puede enfrentar desafios para modelar un semivariograma re-
presentativo. En tales situaciones, es recomendable utilizar un
rango corto Unicamente con el fin de incorporar la reproduccién
de la ley mineral en un modelo combinado, donde la influencia
mas significativa se logra mediante el uso de una red neuronal.

Tabla 5. Métricas resultantes caso Il

NN OK FCM RCM
R 0.89 0.86 0.90 0.89
R’ 0.75 0.71 0.80 0.76
RMSE | 0.13 0.14 0.11 0.13
MSE 0.02 0.02 0.01 0.02
MAE 0.09 0.09 0.07 0.09
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Mapa de estimacion de Kriging y FCM en caso I-C (arriba), caso Il (abajo).

Conclusiones

Los métodos geoestadisticos fueron diseflados para estudiar la
variabilidad espacial e incorporarla en la estimacién de recursos
minerales a través de modelos matematicos. Sin embargo, su uso
esta sujeto a condiciones desafiantes y ciertas criticas, como la
aditividad, estacionariedad, linealidad, modelado subjetivo de
semivariogramas, requisitos de expertos, extenso preprocesa-
miento de datos y complejidad en casos multidimensionales. Por
otro lado, las redes neuronales no requieren las mismas condicio-
nes que los métodos geoestadisticos. Ofrecen ventajas en térmi-
nos de eficiencia temporal, reduccién de preprocesamiento de
datos, requisitos menos intensivos en mano de obra y excelente
rendimiento en casos multidimensionales. Esto permite la facil
incorporacion de varios dominios geoldgicos y otras variables
para mejorar la etiquetacién de ley mineral para el entrenamien-
to. Sin embargo, las redes neuronales omiten dos propiedades
cruciales: la dependencia espacial de la ley mineral y la necesi-
dad de reproducirla en las ubicaciones medidas. En conclusion,
ambos enfoques tienen sus propias condiciones y requisitos que
seguiran manteniéndose, lo que resultara en un aumento tanto
en el tiempo como en los costos computacionales. Sin embargo,
también ofrecen beneficios que, cuando se combinan, mejoran
significativamente la estimacién de recursos minerales. Un mo-
delo combinado se convierte en una alternativa justificable en
escenarios estrictamente no estacionarios, cuando hay informa-
cién detallada disponible sobre el modelo geoldgico, o existe
una variable auxiliar mayormente muestreada que mantiene re-
lacién con la ley mineral.
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